Chapitre 3 : Dynamique des fluides parfaits
Incompressibles

3.1. Introduction

La dynamique étudie les fluides en mouvement pour simplifier le probleme, on néglige les
frottements. Dans un liquide non visqueux ou parfait en mouvement, la pression a les
mémes propriétés que dans un liquide au repos.

On s’intéresse dans ce chapitre aux équations fondamentales qui régissent la dynamique des
fluides parfaits incompressibles a savoir :

L’équation de continuité (conservation de la masse)

Le théoreme de Bernoulli (conservation de I'énergie)

3.2. Equations générales de la dynamique des fluides parfaits

Soit un cylindre élémentaire de fluide parfait qui se déplace. La démonstration se fait dans la
direction des z ; pour les autres directions x et y elle se fait de facon analogue.

(0+ 2 dz)ds
0z

Figure (1.1) : Forces agissant sur un élément de

volume (dSdz) dans la direction z

—~—

pZ (dSdz)

10

(XJY:'Z) = (gx?gy?g:)

p dS
Les forces qui agissent sur cet élément de volume (dSdz) sont :

1. La force de volume : pZ (dSdz)

2. Les forces de pression : pdS et (p+?dz)d8
z

3. La force d’inertie (accélération) : p ?j—\iv(dez)

olu w est la composante de la vitesse V' (u, v, w) selon la direction z
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Etant donné que la masse volumique reste constante, I'ensemble des forces satisfait a

I’équation de Newton: __

> Fext = masse x accélération

La condition d’équilibre des forces selon la direction des z s’écrit :

/pdﬁ—(yﬁ%d;}d's/ +p2(d;dz/)=p‘j'j—‘:’(d 2)

p

ou par unité de volume : — a—+pZ =
z

dw
P4t

On peut écrire de maniere identique la condition d’équilibre des forces dans les autres

directions, puis sous sa forme vectorielle.

op du 1 0p du

X - —=p— (X —= —=—

S b ox dt
p dv 1op_ Vet

Y- "= p— = Y-— ——=—

Pro oy T Pt \ ooy dt

op dw 1 0p dw

- —=p— Z-=- =

~P 0z pdt ) p Oz dt

1. Force de volume par volume unitaire

2. Force de pression par volume unitaire

3. Force d’inertie par volume unitaire

> —>
pF —grad p= P o

N
1 2 3

(3.1)
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3.3. Ecoulement permanent ou stationnaire

Un écoulement est dit permanent ou stationnaire lorsqu’en chaque point de I'espace, le

vecteur vitesse V varie indépendamment du temps.

-5
N _g
ot

Dans le cas contraire, I'écoulement est dit non-permanent ou in stationnaire.

3.4. Equation de continuité

dX Vz
dmz
dX1
\
Vi1 S Figure 3.1 Veine de fluide parfait incompressible

dmy

Considérons une veine de fluide incompressible de masse volumique p animé d’un
écoulement permanent (Fig.3.1). On désigne par :

S1 et S; respectivement les sections d’entrée et la section de sortie du fluide a I'instant t
S’1 et S’; respectivement les sections d’entrée et la section de sortie du fluide a I'instant t’ (t+dt)

Vi et V; les vecteurs vitesses d’écoulement respectivement a travers les sections S; et S; de la veine

dx; et dx; respectivement les déplacements des sections S; et S; pendant l'intervalle de temps dt

dmji : masse élémentaire entrante comprise entre les sections S; et S’1

dm; : masse élémentaire sortante comprise entre les sections S; et S’;

m : masse comprise entre S; et S,

dV1 : volume élémentaire entrant compris entre les sections S1 et §'1

dV: : volume élémentaire sortant compris entre les sections S, et S’»
Al'instant t : le fluide compris entre S1 et S; a une masse égale a (dmi+m)
Al'instant t’ : le fluide compris entre S’1 et S’> a une masse égale a (m+dm:)

La masse déplacée étant conservée, on écrit alors : dmi+m = m+dm;; soit dmi=dm;

Alors : p1dVi = p2 dV2 ouencore : p1 S1dx: = p2 Sz dx2

En divisant par dt, on obtient :

V1 V2
1S, pzsz':(> PSV; = p,S,V,
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Puisque le fluide est considéré comme incompressible : pi1=p2 = p; on obtient I'équation de
continuité suivante :

Slvl = Szvz (3.3)

Cette relation représente le débit volumique Q exprimé en (m3/s). L’équation de continuité
représente la loi de conservation de masse.

3.5. Notion de débit
3.5.1. Débit massique

Le débit massique d’une veine fluide est la limite du rapport dm /dt quand dt tend vers zéro

g, = dm
moodt

Oou :

gm : masse de fluide par unité de temps traversant une section droite de la veine [kg/s]
dm : masse élémentaire en (kg) qui traverse la section pendant un intervalle de temps dt
dt : intervalle de temps en (s)

En tenant compte des équations précédentes, on obtient :

On =P-SV
Ou encore :
Un =05 V1 = p:S,.V,
(3.4)
Compte tenu de la conservation de masse, on peut généraliser I'équation (3.4)
O =P-SV
(3.5)

gm : Débit massique (kg/s)

p: masse volumique (Kg/m3)

S : section de la veine fluide (m?)

V : vitesse moyenne du fluide a travers la section S (m/s)

3.5.2. Débit volumique

Le débit volumique d’une veine fluide est la limite du rapport dV /dt quand dt tend vers
zéro
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Oou:

gv : volume de fluide par unité de temps qui traverse une section droite quelconque de la
conduite (m3/s)

dV : volume élémentaire en (m3) traversant une section S pendant un intervalle de temps dt
dt : intervalle de temps en secondes (s)

Relation entre le débit massique qm et le débit volumique qy :

qV:q_m:ﬂ:S_\/
PR

3.6. Théoréme de Bernoulli (Conservation de I'énergie)
(a) Cas sans échange d’énergie

Hypothéses :
- Lefluide est parfait et incompressible

- L’écoulement est permanent
- L’écoulement est dans une conduite lisse

Application du théoreme de I'énergie cinétique

Z

A

Z;

Z;

La relation de Bernoulli est une équation de conservation de I'énergie mécanique du fluide
au cours de son mouvement.

A l'instant t : masse fluide ABCD et a l'instant t+dt : masse fluide A'B'C'D’

Théoréme de I’énergie cinétique
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Appliquons le théoreme de I'énergie cinétique entre les instants t et t+dt. La variation de
I’énergie cinétique AE. est égale a la somme des travaux des forces extérieures (poids de
I’élément fluide, forces de pression).

AEc=Y W Fox =———~ % dm (V22— V12) = dm .g (21 —22) + (1 S1 dx1 — P2 Sz dx2)
=dm.g (z1-22) + pl' pz
dVs dv,

Yo dm (V22 — V12 =dm.g (21 —22) + (p1 dV1 — p2 dV2)

dm = pdv —>dv = 90

Yo,
Yo dm (V22 — V12) =dm.g (z1 —2z2) + (p1 dmu/ p1 — p2 dma/ p2)
dmi =dm; =dm
Fluide incompressible: p1=p2=p

¥ dnf (V22— V%) = df g (21 —22) + dt (p1 / p —p2 / )

Yo (Vo? = Vi®) =g (z1-22) + (P / p— P2/ p)

Formes de 1’équation de Bernoulli

2 2
&+u+g21=&+v—2+g22 (J/kg)
p 2 2
V21 V22
p1+p7+pg Z1= P, P P8 Z; (Pa) > (3.7)
2 2
&4_2.}21:&4_\/_24.22 (m) _/

3.7. Applications du théoréme de Bernoulli

3.7.1. Formule de Torricelli

On considere un réservoir de grandes dimensions ouvert a I'atmosphére contenant un
liquide de masse volumique p et percé d’un petit orifice a sa base a une hauteur h de la
surface libre. (S >>s)
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(1) Air

\ 2

—>||l|<— d Vi

On appligue le théoréeme de Bernoulli entre deux points (1) et (2) d’'une méme ligne de
courant (surface libre et la sortie de I’orifice).

2 2
AV gz B
P p 2

Hypotheéses :
- P1=P2 =Patm
- 7Z2=0;Z1=h (plan de référence en 2)
- S>>s V2 >>V; donc Vi =0 (négligeable)

>

V, =,/2gh (3.8)
Formule de Torricelli

V, est la vitesse théorique Vi, par conséquent le débit théorique du fluide recueilli a I’ orifice
de section S, est donné par : Qi = Vin.S2

ch = Sz.ﬂ Zgh

En réalité a cause des frottements (solide/liquide), la vitesse est plus petite que la vitesse
théorique. On écrit : Vr= 1. Vin

V, =¢,4/20h

<

P =" (3.9)

=

@1 : coefficient plus petit que 1 (@1 <1), appelé coefficient de vitesse

La section du fluide a la sortie de 'orifice est : Si= @2 St,

S
= 3.10
P, S, (3.10)
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@2 : coefficient plus petit que 1 (2 <1), appelé coefficient de contraction de section.

Donc le débit réel a la sortie de I'orifice est donc :
Qr = Sr. Vi = @2. Sth. @1. V2gh = . Sth. V2gh = o .Quh

Q
Qu

o =

o : coefficient plus petit que 1 ; a =p1. @2, appelé coefficient de débit.

3.7.2. Calcul du temps de vidange

A un instant t donné, on a :

dv
Qv, = v asSy,+/29z

dt dv _S(2)dz

:_aSth,/Zgz - aSy,+/202

Si le réservoir est de section constante : S(z) =S

. dv.  t  Sdz
=] Syr/2 =] a2
OOy, 292 0 V<92
D’ou le temps de vidange total

2Sh

aS,, /292

t =

S.h : représente le volume initial (Vo) contenu dans le réservoir

(3.11)

(3.12)

aS,+/29Z : représente le débit en volume initial (Qvo) au débit de I'expérience, on peut mettre t

sous la forme :

— 2VO

t =220
Qv

3.7.3. Tube de Venturi

(3.13)

Un venturi est un étranglement de conduit, limité par les sections S1 et S; ou les pressions

sont respectivement p; et p2. Un tel appareil permet de mesurer le débit volumique d’un
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fluide. La vitesse du fluide circulant dans la conduite augmente dans I'étranglement et sa

pression diminue.  V2>Vi p2< p1
S1 S2
_/
Vl > > Vz I_> Qv
—
P1, Dy, p2, D2

Pm

On appliguant le théoreme de Bernoulli sur une ligne de courant entre les deux points (1) et
(2), on obtient :

2
N/

Py 29 P9 29

Ici z1 =22 (écoulement horizontal) et I'équation de continuité permet d’écrire :

Q =SV, =SV, =V, = Slﬁ
S,
2 2 2 2
P._ Py — V2—V1 :i|:(i)2 _1i| V |:( 1) i|
~9 29 29[S, 29
p—p, =p %{(1)—q (3.14)

S1 et S, sont connues (caractéristiques du venturi), p1 et p2 sont données par les hauteurs du
liquide manométrique dans le manometre, on détermine donc la vitesse Vi.

(3.15)
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3.7.4 Tube de Pitot

»

<
«>
>

Le tube de Pitot sert a mesurer la vitesse locale d’un fluide en le reliant a la différence
de pression d’'un manometre a liquide. On considére un écoulement et on plonge un tube de
Pitot de telle sorte qu’il soit paralléle aux lignes de courant. A son embouchure, le fluide
peut pénétrer. Une fois qu’il a occupé tout I'espace disponible au sein du tube, il n’ya plus de
fluide qui entre et la vitesse au point B, embouchure du tube, est donc nulle. On I'appelle un
point d’arrét de la ligne de courant.

Considérons une ligne de courant A-B.
En A, on a p = pa (par exemple une pression hydrostatique), V=Va = Ve, etz = za
EnB,onap=ps, Ve=0,etz=za=125

=0 -
Le théoréme de Bernoulli donne donc : pa + % pV2a +Bg/{A= ps +‘//z{a'¢s +%/Z§

Voo = g(pB - pA) (3.16)
\ p

Comme la différence de pression (ps— pa) peut étre déterminée si on utilise un manometre
(tube en U), on peut déduire la vitesse Ve

De I’hydrostatique, on a : (ps - pa) = pgh, ce qui donne :
V, =,/2gh

3.8. Théoréme de Bernoulli (Conservation de I'énergie)
(b) Cas avec échange d’énergie
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Chapitre 4 : Dynamique des fluides réels
Incompressibles

4.1. Ecoulement laminaire et turbulent

La science de la turbulence a commencé vers la fin du XIX® siécle quand
I’anglais Osborne Reynolds a pu observer la transition du régime laminaire au régime
turbulent. Dans un tuyau, si I’eau passe lentement, on aura des filets bien réguliers c’est-
a-dire un écoulement laminaire. Si cette eau va trop vite, il apparait un trés grand nombre

de tourbillons et les pertes de charges dans le tuyau vont étre tres différentes.
4.1.1. Régimes d'écoulement

Nombre de Reynolds

Le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides. Il a
été mis en évidence en 1883 par Osborne Reynolds. Il caractérise un écoulement, en

particulier la nature de son régime (laminaire, transitoire, turbulent).

Le nombre de Reynolds représente le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses.
Ce nombre sans dimension apparait naturellement en a dimensionnant les équations de

Navier-Stokes. On le définit de la maniére suivante :

Re = —% = (4.1)

Avec :

D : Diamétre intérieur de la conduite en (m)
V : Vitesse moyenne d’écoulement en (m/s)
p : Masse volumique du fluide en (kg/m?)
u : Viscosité dynamique en (Pa.s)

v : Viscosité cinématique en (m?/s)

En fonction des nombres de Reynolds croissants, on distingue quatre régimes

principaux : régime de Stokes, régime laminaire, régime transitoire, régime turbulent.
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L'écoulement de Stokes correspond aux tres faibles valeurs du Reynolds (inférieures a 1).
Dans ce cas les forces d'inertie liées aux vitesses étant négligeables, les forces visqueuses et
les forces de pression s'‘équilibrent. Cette notion correspond au domaine de la micro fluidique.
Pour des valeurs plus élevées, les forces d'inertie entrent en jeu : c'est le domaine de la

dynamique des fluides.

On observe d'abord un écoulement laminaire avec des lignes de courant bien
identifiées. Dans ce type d'écoulement I'effet de la viscosité s'atténue au fur et a mesure que
I'on s'éloigne des parois, les vitesses du fluide tendant & s’homogeénéiser. 1l est alors souvent
commode de considérer que l'approximation du fluide parfait (non visqueux) est suffisante
hors d'une zone proche d'une paroi, appelée couche limite.

A partir d'un certain Reynolds se produit une transition qui fait apparaitre des
instabilités dues a I'amplification des perturbations. La valeur du Reynolds de transition et la

nature des instabilités dépendent essentiellement du type d'écoulement considére.

Ensuite, les instabilités augmentent au point de donner naissance a un phénoméne

chaotique dans lequel il est difficile de voir une organisation : c'est la turbulence

Soit un courant d’eau qui circule dans une conduite a section circulaire. On introduit
un filet de colorant dans I’axe de cette conduite. Suivant la vitesse d’écoulement de I’eau, on

peut observer les phénomeénes suivants :

a) Régime laminaire : le fluide s’écoule en couches cylindriques coaxiales ayant pour

axe le centre de la conduite.

b) Régime transitoire : c’est une transition entre le régime laminaire et le régime

turbulent.

C) Régime turbulent : Formation de mouvement tourbillonnant dans le fluide. Cette

expérience est faite par Reynolds en faisant varier le diametre de la conduite, la

température, le débit, etc... pour divers fluides.

» SiRe <2000, le régime est Laminaire.
» SiRe > 3000, le régime est turbulent.
» Si2000 < Re < 3000, le régime est transitoire.
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4.1.2. Signification physique du nombre de Reynolds «Re »

Le fluide est globalement soumis a 2 forces :

o Celle que subirait le fluide s’il était parfait :

Finertie = m.a = pV.% (4.2)
o Celle qui résulte des frottements

Ferot = W S.dxi (4.3)
J Le rapport de ces deux forces Finertie — pg (4.4)

frot

Ainsi, si Re est trés grand, 1l y a prédominance des forces d’inertie, par contre, aux

faibles valeurs, c’est la force de frottement qui domaine

La distribution des vitesses est une « parabole aplatie » :

0,75 < Vnmoy < 0,85. Unay

Les particules circulent dans toutes les directions (=aléatoire).

La variation de quantité de mouvement est préponderante.

Au voisinage de la paroi, I’écoulement est laminaire : couche limite.

Le régime turbulent est le plus fréquemment rencontré : il est permanent en moyenne.
4.1.3. Théoreme de BERNOULLI pour fluides réels

Lorsque le fluide est réel, la viscosité est non nulle, alors au cours du déplacement
du fluide, les différentes couches frottent les unes contre les autres et contre la paroi qui n’est
pas parfaitement lisse d’ou il y a une perte sous forme de dégagement d’énergie ; cette perte

appelée « perte de charge ».

La relation de Bernoulli peut s’écrire sous la forme :
OO NL TR S L g S\ (4.5)
1 2g Tpg T2 28 g 12 '

AH, , : C’est I’ensemble des pertes de charge entre (1) et (2) exprimee en hauteur.
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Les pertes de charge peuvent étre exprimées en pression :

Apy, = p.g.AHq (4.6)
4.1.4. Ecoulement de Poiseuille
Nous adoptons les hypotheses simplificatrices suivantes :

Fluide incompressible

Ecoulement laminaire

Symétrie de révolution autour de 'axe r =0

Ecoulement permanent

Ecoulement induit par gradient de pression constant AP établi entre I'entrée et la sortie de la
conduite de longueur L.

4. 1.5. Répartition des vitesses a I'intérieur d'une conduite

Soit I'axe (0x) confondu avec l'axe d'une conduite de diametre D=2ro, (0y) et (0z) sont

quelconques perpendiculaire a (ox). Figure (4.5)

L'écoulement étant laminaire, les lignes de courant sont, par raison de symétrie paralléle a
(ox). Les composantes v et w de la vitesse sont nulles : v =w =0 ; ainsi I'écoulement étant

aussi stationnaire.

Par suite la répartition de la vitesse a l'intérieur du cylindre est donnée par I'expression

suivante : a
u(r) = —(R2 — r2)
4t
u aR” u
E tr=oont = = 4.7
n posant r = 0 on trouve 4 ex (4.7)

Expression qui représente un paraboloide de révolution ayant son sommet sur I'axe De

la conduite. Figure (4.6).
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Figure (4.5) : Répartition des vitesses dans la conduite.

De méme on peut déterminer la répartition des pressions le long du tube :

dPm

Ona -
dx

—-a (4.8)

Soit : p'(X) = —ax+ p,
p, : Etant une constante d'intégration.

La pression motrice décroit donc linéairement le long du tube, tout en restant constante dans
une méme section droite.

On peut écrire :p; - p3=aL

L : La distance entre les deux points let 2 sur lesquels s’exerce la pression

Ap,, = pm1 —Pmz est la différence de pression motrice entre ’entrée et la sortie.

AP
Ouencore: a= L’“ (4.9)

4.1.6. Calcul du débit volumique:

Le débit du fluide est donné par l'intégrale (débit en volume)

B jRZ p _ZnafR (R? — 1) _ maR* maD*
q, = ) m‘u(r)r—4'u Or re)dr = 8. 128
JAY o IR
En remplacant a par sa valeura = L”‘ , il vient :
R* 7D*
q, = AP (4.10)

_ = = AP,
8l 1284
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Cette derniere formule traduit la loi de Hagen Poiseuille : le débit est proportionnel a
la différence des pressions motrices appliquées aux extrémités du tube, et a la puissance 4 de

son diamétre.
4.1.7. Vitesse débitante (vitesse moyenne):

La vitesse débitante est par définition la vitesse moyenne calculée sur la section droite,

q, 1 maR’
! . u = =
c'est donc : moy S R2 81

aR* u

. max

Soit : umOY: 8/,! - 2

(4.11)

La vitesse maximale de I'écoulement laminaire dans un tube circulaire est exactement le

double de la vitesse débitante.

4.1.9. Coefficient de perte de charge

Dans le cas de I'écoulement permanent d'un fluide dans une conduite cylindrique la
perte de pression motrice est proportionnelle a la longueur de la conduite considérée. 1l est
donc naturel d'introduire un coefficient de perte de pression linéique tel que A.

Des considérations dimensionnelles amenent a écrire la différence de pression

traduisant la perte de charge dans une conduite cylindrique sous la forme générale :

1 u?
AP /L =)A— m 4,12
m 5P 5 (4.12)

A : est un coefficient sans dimension, appelé coefficient de perte de charge linéaire.

4.1.10. Pertes de charge

Elles dépendent de :

> La viscosité du fluide.
> La nature de I’écoulement.
> La géométrie de la conduite.
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Les pertes de charge sont a 1’origine :

> Des frottements entre les différentes couches de liquide et des
frottements entre le liquide et la paroi interne de la conduite le long de 1’écoulement :
ce sont les pertes de charge régulieres (linéaires)

> De la résistance a I’écoulement provoqués par les accidents de parcours
(vannes, coudes, etc...) ; ce sont les pertes de charge singulieres ou locales.

>

a). Pertes de charge régulieres :

Soit un écoulement permanent d’un liquide dans une conduite de diametre D. La perte

de charge entre deux points séparés d’une longueur L est de la forme :

AH, =22 L (4.13)

Avec :

V : vitesse moyenne du fluide (m/s)
A : Coefficient de perte de charge réguliere.
L : longueur totale de la conduite (m)
D ; Diameétre intérieur de la conduite (m)
Pour determiner le coefficient de perte de charge réguliereA, on fait souvent appel a

des formules empiriques tel que :
Si I’écoulement est laminaire, on applique la loi de Poiseuille : A = %

v" Si’écoulement est turbulent, on a deux cas :

1. Turbulent lisse : Re < 105, on applique la loi de Blasius : A = 0,316.Re~1/*
2. Turbulent rugueux : Re > 10°, on a la loi de Blench : A = 0.79\[

€
D

€. hauteur moyenne des aspérités (mm). En pratique pour les tubes en acier soude :
e €[0.15;0.20]
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Figure (4.7) : Diagramme de Moody

b. Pertes de charge singuliéres :

Les pertes de charge singulieres sont essentiellement dues aux accidents de canalisation c'est a

dire toute modification d'un trajet rectiligne.

Dans tous les cas ci-apres, il résulte du passage du liquide au point singulier une perte

de charge donnée par la formule :

. V2
AHg = ZK].E

(4.14)

Y Ki : Coefficients sans dimension dépendant de la nature du point singulier dont il s’agit.
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