Ecole Supérieure de Technologie -Laayoune

EXERCICES DE PROBABILITE
Correction de TD1 : Analyse combinatoire

Exercice 1 :
Soit I’expérience aléatoire : « On lance un dé cubique honnéte ».

1. Donner I’univers associé Q a cette expérience aléatoire.SolQ ={1; 2; 3; 4; 5; 6}
2. Ensuite écrivez les événements suivants comme des sous-ensembles de 1'univers Q :

« A :Le score obtenu est un nombre impair. »Sol A={L; 3; 5}
« B :Le score obtenu est au plus 2 » Sol B ={1; 2}
« C :Le score obtenu est 6 » SolC ={6}
« D :le score obtenu est pair (n’est pas impair)».SolD= A={2; 4; 6}
« E :le score obtenu est au moins 3 ».Sol E = B ={3; 4; 5; 6}
« F :le score obtenu n’est ni 4 ni 6 ».SolF ={L; 2; 3; 5}
« G :le score obtenu n’est ni 3 ni 5 ».S0lG ={L; 2; 4; 6}
3. Déterminer :

AN B={2} C AN C={6} - AnB={1} ;AnC=0;(AUBUC)=ANBNC={4}.

Exercice 2 :

On permute les lettres du mot « PROBABILITE ».
(1) Quel est le nombre de mots (résultats possibles) ?
(i) Quel est le nombre de mots commencant par P ?
Solution

(i) I1 s’agit d’une permutation avec répétition:

L’effectif : combien on a d’éléments « 11 » ? Combien on prend « 11» ? les lettres B et | sont

répétées deux fois : % 24
10!

(ii) 212!

Exercice 3 :

On doit asseoir 7 étudiants discernables sur 7 chaises discernables.
(1) Quel est le nombre de possibilités?
(i) Quel est le nombre de possibilités sachant que la personne n° 4 est sur la chaise n°5 ou 6 ?

Solution :
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(i) 11 s’agit d’une permutation : de 7 parmi 7, Ordonné et Sans remise.

Alors le nombre de résultats possibles est : 71

(i) Deux cas incompatibles :

Casl : Le nombre de possibilités sachant que la personne n® 4 est sur la chaise n° 5 : 6!
Cas2 : Le nombre de possibilités sachant que la personne n® 4 est sur la chaise n° 6 : 6!
On applique la regle de la somme, le nombre de possibilités sachant que la personne n° 4 est sur la
chaisen°50u6: 6! + 6!

Exercice 4 :

On a 3 boules (numérotées 1; 2; 3) dans une urne. On effectue dans cette urne cing

tirages successifs avec remise et on note le nombre de fois a chaque boule est apparue.

(i) Quel est le nombre de résultats possibles ?

(ii) quel est le nombre de résultats sachant que la boule n°2 n’est pas apparue ?

(iii) quel est le nombre de resultats sachant que chaque boule est apparue au moins une fois ?
Solution

(1) Une disposition : de 5 parmi 3 « n=3 » « p=5 » ; Non ordonné ; Avec remise.

Alors le nombre de résultats possibles est :

s @51 T T
Cosi= 5150y 5121 5121

(ii) Une disposition : de 5 parmi 2 « n=2 » « p=5 » ; Non ordonné ; Avec remise.
Le nombre de résultats sachant que la boule n°2 n’est pas apparue :

s _(2+5-1)! 6! 6!
Cosa= 5I2—1)! 51 51

(iii) Une disposition : de 2 parmi 3 « n=3 » « p=2 » ; Non ordonné ; Avec remise.

2 (3+2-1! 4
Cooa™ 213-1)1 2121

Exercice 5 :

On lance une piece de monnaie équilibrée quatre fois de suite et on note dans I’ordre
I’apparition de PILE ou FACE:

(1) Quel est le nombre de suites de PILE ou FACE obtenues ?

(i) Quel est le nombre de suites comportant deux PILE ?

(iii) Quel est le nombre de suites comportant au moins deux PILE ?

(iv) Quel est le nombre de suites comportant au moins un PILE et un FACE ?
Solution :

(1) Quel est le nombre de suites de PILE ou FACE obtenues ?
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Une disposition : de 4 parmi 2 « n=2 » « p=4 » ; ordonné ; avec remise. 2* =16

(i1)Quel est le nombre de suites comportant deux PILE (exactement) ?

PPPP PFPP FPPP FFPP

PPPF PFPF FPPF FFPF

PPFP PFFP FPFP FFFP

PPFF PFFF FPFF FFFF

Une disposition : de 2 parmi 4 « n=4 » « p=2 » ; non ordonné ; sans remise.
I I

C.- 2!(44;2)! - 2?2! =0

(iii) Quel est le nombre de suites comportant au moins deux PILE ?
Passage au complémentaire : « Le nombre de suites comportant O ou un PILE »
- Le nombre de suites comportant O PILE = 1 possibilité

4 4
1(4-1! 31

- Le nombre de suites comportant un PILE = Cz =

Alors le nombre de suites comportant au moins deux PILE est : 2* —-1-4=16-5=11
(iv) Quel est le nombre de suites comportant au moins un PILE et un FACE ?

Passage au complémentaire : « Le nombre de suites comportant (0 PILE) ou (0 FACE) »
- Le nombre de suites comportant O PILE = 1 possibilité

- Le nombre de suites comportant 0 FACE = 1 possibilité

Alors le nombre de suites comportant au moins un PILE et un FACE est : 2*-2=14
Exercice 6 :

On lance trois dés clairs identiques de 5 faces discernables et on note le nombre de fois a
chaque face est apparue.

(1) Quel est le nombre de résultats possible ?

(i) Quel est le nombre de résultats comportant 2 fois la face 2 ?
Solution :

(1) Quel est le nombre de résultats possible ?
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Une disposition : de 3 parmi 5 « n=5 » « p=3 » ; non ordonné ; avec remise.

|
7! 7><6><5:35

3
C5+3—1_ﬁ_ 3X2

(ii) Quel est le nombre de résultats comportant 2 fois la face 2 ?

Une disposition : de 1 parmi 4 « n=4 » « p=1 » ; non ordonné ; sans remise.

C.=4
Exercice 7 :
Combien de nombres de 4 chiffres peut-on former avec les dix chiffres 0, 1, 2, ...,.9?

NB. Zéro ne peut pas commencer un nombre.

(1) Avec répétitions ;

(ii) Sans répétitions ;

(iii) Si le dernier chiffre doit étre zéro et sans répétitions.

Solution :

(i) Avec répétitions ;

4 parmi 10, ordonné, avec répétions : 10*

Remarque bien que Zéro ne peut pas commencer un nombre.

Il faut éliminer les nombres qui commencent par Zero.

Les nombres qui commencent par Zéro c’est une disposition de 3 parmi 10, ordonné, avec
répétions : 10°

Alors le nombres de 4 chiffres peut-on former avec les dix chiffres 0, 1, 2, ...,9 est :
10* —10° = 9000

(ii) Sans répétitions ;

| |
4 parmi 10, ordonné, sans répétions : A} = (101—04)| = 161' =10x9x8x7 =5040

Remarque bien que Zéro ne peut pas commencer un nombre.
Il faut éliminer les nombres qui commencent par Zeéro.

Les nombres qui commencent par Zéro c’est une disposition de 3 parmi 9, ordonné, sans

g 3 9! 9!
répétions : A =(9—3)|=5=9x8x7=504

Alors le nombres de 4 chiffres peut-on former avec les dix chiffres 0, 1, 2, ...,9 est :
A’ — A’ =5040-504 = 4536

(iii) Si le dernier chiffre doit étre zéro et sansrépétitions.
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Les nombres qui terminent par Zéro c¢’est une disposition de 3 parmi 9, ordonné, sans
9! 9!

Exercice 8 :

Dans un magasin, les clients ont le choix de payer a différentes caisses. De combien de fagons
différentes peuvent se répartir :

(i) 5 clients & 3 caisses ?

(ii) 2 clients & 6 caisses ?

Solution :

(i) Une disposition : de 5 parmi 3 « n=3 » « p=5 » ; ordonné ; avec remise.
Alors le nombre de résultats possibles est :

3 =243

(if) Une disposition : de 2 parmi 6 « n=6 » « p=2 » ; ordonné ; avec remise.
Alors le nombre de résultats possibles est :

6° =36

Exercice 9 :

Une ligue de football comprend 6 équipes. Combien de parties doivent se jouer dans une
saison si chacune des equipes rencontre 1’autre une fois a domicile ?
Solution

Une disposition : de 2 parmi 6 « n=6 » « p=2 » ; ordonné ; sans remise.
Alors le nombre de résultats possibles est :

6! 6!

= =—:6X5:30.
6-2)! 4!

A
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Chapitre 2

Calcul de probabilités

Le calcul de probabilités, tel qu’il s’est cristallisé au fil des siecles, représente une
avancée remarquables de la science, tant sur le plan mathématique théorique que du
point de vue de ses nombreuses applications. D’ou la néssecité de son enseignement
dans la plupart des cursus universitaires est incontéstée.

2.1 Expérience aléatoire et événements.

Définition 2.1.1 1- Une expérience est dite aléatoire lorsqu’elle a plusieurs issues
possibles et connues, dont on ne peut pas prévoir laquelle sera réalisée.

2- Chaque issue obtenue par une expérience aléatoire est appelée éventualité.

3- L’ensemble de toutes les éventualités constitue 'univers des éventualités et on le
note €.

Définition 2.1.2 Tout sous-ensemble A de (), est appelé événement. Le nombre
d’éléments de A est noté card(A).

Cas particuliers:

» L’ensemble vide () est appelé événement impossible.

» L’univers des éventualités ) est appelé événement certain.

» Tout événement contenant une seule éventualité, est appelé événement élémentaire.
Opérations sur les événements:

e L’événement AN DB (se lit A et B), est I’ensemble des issues qui réalisent a la fois
Aet B.

o L’événement AU B (se lit A ou B), est 'ensemble des issues qui réalisent A ou
B.

Définition 2.1.3 Soient A et B deux événements d’un univers §).

13



14 CHAPITRE. 2 : Calcul de probabilités

1- Si AN B =0, alors on dit que A et B sont incompatibles.

2-SiANB =0 et AUB = Q, alors B est appelé événement complementaire ou
contraire de A, et on écrit B = A.

Exemple: On lance une piece de monnaie deux fois successives.
o Cette expérience est aléatoire.

e L’arbre des éventualités est:

l-igme jet 2-ikme jet
p
P <
F
P
F <
F

e L’univers des événements est 0 = {PP; PI'; FP; F'I'}.

e A :“avoir la méme face” est 'événement { PP; F'F'}.
B :“obtenir P en lier jet” est 'élément { PP; PF'}.
C' :“obtenir deux faces différentes” est I'événement { PF; F'P}.

ANB ={PP}et AUB = {PP;FF; PF}.

ANC =0 et AUC ={PP;FF;PF;FP}= Q. Donc C = A.

{PP},{PF}, {FP} et {FF}, sont des événements élémentaires.

2.2 Probabilité d’un événement et hypothese d’équi-
probabilité.

2.2.1 Probabilité d’un événement

Définition 2.2.1 Supposons que l'univers déventualités d’une expérience aléatoire
est Q = {wy;wy;...;wy, ).

1- St on associe a chaque issue w; de €2, un nombre p; tel que 0 < p; < 1 pour
tout i € {1;2;..;n} et p1 +pa + ... + py, = 1., alors on dit qu’on a défini une
probabilité P sur 2.
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2- Le nombre p; est la probabilité de I’événement {w;} et on écrit P({w;}) = p;.
3- Le couple (X); P) est appelé espace probabiliste fini.

Exemple: Une piece de monnaie est truquée de sorte que la probabilité d’obtenir
pile est le double de celle d’obtenir une face.

On appelle p; la probabilité d’obtenir pile et py celle d’obtenir face.

On a: p1 +pa = 1. Or p1 = 2p,, donc: 2py + po = 1. D’ou 3py = 1.

Par conséquent:
1 ; ) 1 1 2
= — e fr— — fr— _—_ = -,
P2 3 P1 P2 373
Définition 2.2.2 Soit P une probabilité définie sur 'univers d’éventualités 2.
La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des issues qui le réalisent.

Application:
On considere un dé truqué tel que la probabilité d’apparition de la face portant
le nombre 6 est égale a 11 fois la probabilité de chaqu’une des autres faces.
1- Calculer la probabilité d’apparition de chaque face.
2- On lance ce dé une fois. Calculer la probabilité de A et B tels que:
A :“obtenir un nombre multiple de 3”.
B :“obtenir un nombre pair”.

Propriétés 2.2.1 Soit ) l'univers d’éventualités d’une expérience aléatoire. Les pro-
pric¢tés suivantes sont satisfaites:

1)- P(0) =0, P(Q) =1 et pour tout événement A, on a: 0 < P(A) < 1.

2)- Soient A et B deux événements. On a:
e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).
e Si A et B sont incompatibles (AN B =0), alors P(AU B) = P(A) + P(B).

o P(A)=1— P(A).

Application: Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0.6, P(B) = 0.4 et
P(ANB)=0.3. ) )
Calculer P(AU B), P(A) et P(AU B).

2.2.2 Hypothese d’équiprobabilité

Définition 2.2.3 Soit Q = {wq; wo;...;w,} Vunivers déventualités d’une expérience
aléatoire. Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité (c’est a dire:
P({ur}) = P({ws}) = ... = P({wy,})), alors on dit que I’hypothése d’équiprobabilité
est satisfaite, et on a:

Vi {1,2, .0}, P({w;}) = %

Exemples:
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1- Si on lance un dé non truqué ou, bien équilibré, alors I’hypothese d’équiprobabilité
est satisfaite et chaque face a la probabilité %.

2- Si une urne contient 10 boules indiscernables au toucher, alors 'hypothese d’équipro-
babilité est satisfaite et chaque boule a la probabilité %.

Proposition 2.2.1 Si I’hypothese d’équiprobabilité est satisfaite dans une expérience
aléatoire dont ['univers d’éventualités est €, alors la probabilité d’un événement A est:

card(A)

PA) = card(Q)

Application:
Une urne contient 5 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules jaunes, indiscern-
ables au toucher. On tire 2 boules simultanément.
1- Calculer le nombre de cas possibles.
2- Calculer les probabilités des événements suivants:
A “tirer deux boules de méme couleur”.
B :“tirer une et une scule boule jaune”.
C' :“tirer au moins une boule verte”.

2.3 Probabilités conditionnelles et indépendance
de deux événements.

2.3.1 Probabilités conditionnelles

Il est question de probabilités conditionnelles des que nous sommes intéressés a la
probabilité qu'un événement A se produise, sachant qu'un autre événement B est
réalisé.

Définition 2.3.1 Soient A et B deux événements d’un univers d’éventualités € tels
que P(A) #0.
La probabilité conditionnelle de B sachant A, notée Po(B) ou P(B/A), est le nombre

P(ANB)
P(A)

Remarque 2.3.1 En quelque sorte, la probabilité P4(B) nous oblige a considérer A,
plutot que ), comme étant 'univers d’éventualités duquel nous étudions les chances
de réalisation de A.

Exemple: Un étudiant de la filiere T.M., estime a 65% ses chances de réussir son
cours de Probabilités, a 80% ses chances de réussir son cours de Comptabilité de
gestion et a 50% ses chances de réussir les deux matieres.

Notons A I'événement “I’étudiant réussit en Probabilité” et B I’événement “I’étudiant
réussit en Comptabilité de gestion”.
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Calculons la probabilité que cet étudiant réussisse en Probabilité sachant qu’il a réussi
le cours de Comptabilité de gestion.
Cette probabilité est

_ P(AnB) 50

Proposition 2.3.1 Soient A et B deuz {evénements dans un espace probabiliste fini
(Q; P), tels que P(A) #0 et P(B) #0. On a:
1- P(AN B) = P(A) x Pxa(B) = P(B) x Pg(A).

2. P(B) = P(A)PA(B) + P(A)Px(B).

Arbre de probabilités: L’arbre suivante résume les différentes probabilités et proba-
bilités conditionnellBExxemple: On dispose de deuz urne Uy et U, telles que Uy contient

P4 (B) B
A <
Pa(B) B
Pz(B) B
A <
Pz(B) B
2 boules rouges et 3 boules vertes, et Uy contient 3 boules rouges et 5 boules vertes.

On choisit d’une facons aléatoire une urne, et on tire d’elle une boule.
L’arbre de probabilités est la suivante: Donc la probabilité de tirer une boule verte est:

-

2 R
1 Ul<
2 g~ V
ik
2 U2<

2

]

P(V) = P(Uh) Py, (V) + P(Uz) P, (V)

N —
X
ol w
+
N —
X
ool ot
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3 )
~ 10 16
49
~ %0

Application:
On consideére les deux urnes Uy et Uy de 'exemple ci-dessus avec les mémes
nombres des boules dans chaqu une.
On tire une boule de l'urne Uy et on la remet dans l'urne Us, ensuite on tire
une boule de Us.
1- Tracer l'arbre de probabilités.
2- Calculer la probabilité de tirer une boule rouge.
3- Sachant que la boule tirée est verte, qu’elle est la probabilité que la boule
tirée de Uy soit rouge.

2.3.2 Indépendance de deux événements

Définition 2.3.2 On dit que deux événements sont indépendants si el seulement si
la probabilité de la réalisation de l'un des deux est indépendante de la réalisation de
l'autre et vice versa.

Proposition 2.3.2 Soient A et B deux événements. On a:

A et B sont indépendants <= P(B) = Pa(B) (si P(A) #0)
<= P(A) = Pp(A) (st P(B) #0)

= P(ANB) = P(A) x P(B)

Application:
Un sac contient 9 boules: 3 rouges numérotés 1-2-3, 2 jaunes numérotées 1-2,
et 4 bleus numérotées 1-2-3-4.
On tire de ce sac une boule.
On considere les événements suivants:
R : “la boule tirée est rouge”.
U : “la boule tirée est numérotée 17.
T : “la boule tirée est numérotée 3”.
1- Calculer P(U), Pg(U), P(T) et Pg(T).
2- U et R sont-ils indépendants? Et les événements T et R?
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EXERCICE 1:.Question de cours :

1. Soient €2 un univers sur lequel est définie une probabilité P et A; B et C' des parties de €2 telles
2 1 3
P(A)=-;P(B)=-et P(C)=—

(a) Calculer P(A) et P(AU B), sachant que A et B sont incompatibles.

1

(b) Calculer P(AU C), sachant que P(ANC) = 10
11
(¢) Que peut-on dire de B et C'si P(BUC) = R

EXERCICE 2:.
Un sac contient 5 jetons verts (numérotés de 1 & 5) et 4 jetons rouges (numérotés de 1 & 4).

1. On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac, sans remettre le jeton tiré.

(a) Quel est le nombre de tirages possibles ?
(b) Calculer la probabilité de chacune des événements suivants:

A "De ne tirer que 3 jetons verts”
B :"De ne tirer aucun jeton vert”
C 7 De tirer au plus 2 jetons verts ” ;

D :” La somme des 3 nombres portés par les jetons tirées est égale a 8.
2. On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac. Reprendre alors les questions a) et b)

EXERCICE 3:.
On dispose de 3 piéces de monaie :
La prmiére est parfaitement équilibrée.
La seconde a 2 cotés pile.

1
La troisiéme est truquée de facon que la probabilité d’obtenir pile soit de T

On tire une piéce au hasard, on la lance et elle donne pile.

Qu’elle est la probabilité d’avoire la seconde piéce?
EXERCICE 4:.
Dans une certaine ville, 36 pour cent des familles possédent un chien et 22 pour cent de celles qui
ont un chien possédent aussi un chat. De plus, 30 pour cent des familles ont un chat. Quelle est

a) la probabilité qu'une famille sélectionnée au hasard posséde un chien et un chat ;

b) la probabilité conditionnelle qu'une famille choisie au hasard posséde un chien sachant quelle
a un chat ?
EXERCICE 5:.

Un fabriquant de téléphones portables se fournit en microprocesseurs aupres de deux entreprises
Aet B.

L’entreprise A fournit 55% des microprocesseurs, le reste étant fournit par 'entreprise B.



Il s’avere que 1% des microprocesseur provenant de l’entreprise A sont défectueux et 1,5% des
microprocesseurs provenant de l’entreprise B sont défectueux.

On préléve au hasard un microprocesseur dans le stock du fabriquant. Tous les microprocesseur
ont la méme probabilité d’étre prélevés.

On condidére les événements suivants :

e A " Le microprocesseur provient de l’entreprise A" .

1.

D " Le microprocesseur est défectueux "

Déduire des informations figurant dans I’énoncé les probabilités P(A), P(D/A).

. Représenter la situation par un arbre de probabilités pondéré.

Calculer les probabiliter P(AN D) et P(AN D)
Justifier que la probabilité de prélever un microprocesseur défectueus est 0,01225.

Calculer la probabilité que le microprocesseurs provienne de l'entreprise B sachant qu’il est
défectueux. Arrondir le resultat a 1073

EXERCICE 6:.

L’entreprise posséde actuellement deux chaine de production, I'une pour des drones a deux hélice et
I’autre pour des drones a 4 hélices.

Il arrive que les batteries des drones fabriqués aient un dédaut et dans ce cas, on dira que les
drones sont défectueuse.

On souhaite avoir une idée du pourcentage de drones défectueux sur ’ensemble de la production.

On préleves 500 drones dans la production de I’entreprise et on obtient les résultats suivants:

e 300 drones possédent deux hélices.

e Parmi les drones possédent deux hélices, 2% sont défectueux

e Parmi les drones a 4 hélices 96% ne présentent aucun défaut.

Un dronne est choisit au hasard parmi les 500 drones prélevés.
On considére les événement suivants:

A 7 Le drone possédent deux hélices”

D 7 Le drone est défectueux”.

. Donner la valeur des probabilités: P(A), P(A), P(D/A)etP(D/A).

. Représenter la situation par un arbre pondéré de probabilité.

Calculer la probabilité que le drone posséde deux hélices et soit défectueux.
Montrer que la probabilité qu'un drone pris au hasard soit défectueux est égale a 0,028.

Sachant que le drone est défectueux, quelle est la probabilité qu’il posséde 4 hélices? Arrondir
le résultat au millieme.
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